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《高 等 代 数》

习题与参考答案

   数学系

第三章  线性方程组

1． 用消元法解下列线性方程组：
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解  1）对方程组得增广矩阵作行初等变换，有
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因为
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所以方程组有无穷多解，其同解方程组为
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解得
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其中
[image: image13.wmf]k

为任意常数。
2）对方程组德增广矩阵作行初等变换，有
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因为
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所以原方程无解。

 3）对方程组德增广矩阵作行初等变换，有
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因为
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所以方程组有惟一解，且其解为
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4）对方程组的增广矩阵作行初等变换，有
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即原方程组德同解方程组为
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由此可解得
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其中
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kk

是任意常数。

5）对方程组的增广矩阵作行初等变换，有
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因为
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所以原方程组无解。

6）对方程组的增广矩阵作行初等变换，有
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即原方程组的同解方程组为
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解之得
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其中
[image: image33.wmf]k

是任意常数。

   2.把向量
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表成
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的线性组合.。
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解  1）设有线性关系
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代入所给向量，可得线性方程组
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解之，得
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因此
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   2）同理可得
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    3.证明：如果向量组
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证  由题设，可以找到不全为零的数
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成立，这与
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线性无关的假设矛盾，即证
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即向量
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可由
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线性表出。

4.
[image: image60.wmf]12

(,,,)(1,2,,)

iiiin

in

aaaa

==

LL

，证明：如果
[image: image61.wmf]0

ij

a

¹

，那么
[image: image62.wmf]12

,,,

n

aaa

L

线性无关。

证  设有线性关系
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代入分量，可得方程组
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由于
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，故齐次线性方程组只有零解，从而
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5.设
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是互不相同的数，
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是线性无关的。

证  设有线性关系
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    1）当
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时，方程组中的未知量个数与方程个数相同，且系数行列式为一个范德蒙行列式，即
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所以方程组有惟一的零解，这就是说
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2）当
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则由上面1)的证明可知
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6.设
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证  设由线性关系
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再由题设知
[image: image85.wmf]123

,,

aaa

线性无关，所以


[image: image86.wmf]13

12

23

0

0

0

kk

kk

kk

+=

ì

ï

+=

í

ï

+=

î

，

解得
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7.已知
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事实上，向量组
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是线性相关的，否则原向量组的秩大于
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8.设
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中每个向量都可被它们线性表出，证明：
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证  由题设知
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的一个极大线性无关组。

9.证明：一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一线性无关组。

证  将所给向量组用（Ⅰ）表示，它的一个线性无关向量组用（Ⅱ）表示。

若向量组（Ⅰ）中每一个向量都可由向量组（Ⅱ）线性表出，那么向量组（Ⅱ）就是向量组（Ⅰ）的极大线性无关组.否则，向量组（Ⅰ）至少有一个向量
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不能由向量组（Ⅱ）线性表出，此时将
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添加到向量组（Ⅱ）中去，得到向量组（Ⅲ），且向量组（Ⅲ）是线性无关的。

进而，再检查向量组（Ⅰ）中向量是否皆可由向量组（Ⅲ）线性表出.若还不能，再把不能由向量组（Ⅲ）线性表出的向量添加到向量组（Ⅲ）中去，得到向量组（Ⅳ）。继续这样下去，因为向量组（Ⅰ）的秩有限，所以只需经过有限步后，即可得到向量组（Ⅰ）的一个极大线性无关组。

10.设向量组为
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1） 证明：
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2） 把
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证  1）由于
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2）因为
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代入已知向量后，由于相应的齐次线性方程组的系数行列式为0，因而该齐次线性方程组存在非零解，即
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这意味着
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     注  此题也可将
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排成
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的矩阵，再通过列初等变换化为行阶梯形或行最简形，然后得到相应结论。

11.用消元法求下列向量组的极大线性无关组与秩：
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解  1）设
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对矩阵
[image: image144.wmf]A

作行初等变换，可得
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所以
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的秩为3，且
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即为所求极大线性无关组。

3） 同理可得
[image: image148.wmf]124
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为所求极大线性无关组，且向量组的秩为3。

12.证明：如果向量组（Ⅰ）可以由向量组（Ⅱ）线性表出，那么（Ⅰ）

的秩不超过（Ⅱ）的秩。

证  由题设，向量组（Ⅰ）的极大线性无关组也可由向量组（Ⅱ）的极大线性无关组线性表出，即证向量组（Ⅰ）的秩不超过向量组（Ⅱ）的秩。

13.设
[image: image149.wmf]12
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是一组维向量，已知单位向量
[image: image150.wmf]12
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可被它们线性表出，证明：
[image: image151.wmf]12
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线性无关。

证  设
[image: image152.wmf]12
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的秩为
[image: image153.wmf]rn
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，而
[image: image154.wmf]12
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的秩为
[image: image155.wmf]n

。

由题设及上题结果知


[image: image156.wmf]nr
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，

从而
[image: image157.wmf]rn
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，故
[image: image158.wmf]12
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线性无关。

14.设
[image: image159.wmf]12
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是一组
[image: image160.wmf]n

维向量，证明：
[image: image161.wmf]12
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线性无关的充分必要条件是任一
[image: image162.wmf]n

维向量都可被它们线性表出。

证  必要性.设
[image: image163.wmf]12
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线性无关，但是
[image: image164.wmf]1
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个
[image: image165.wmf]n

维向量
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必线性相关，于是对任意
[image: image167.wmf]n

维向量
[image: image168.wmf]b

，它必可由
[image: image169.wmf]12
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线性表出。

充分性 任意
[image: image170.wmf]n

维向量可由
[image: image171.wmf]12
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线性表出，特别单位向量
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可由
[image: image173.wmf]12
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线性表出，于是由上题结果，即证
[image: image174.wmf]12
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线性无关。

15.证明：方程组


[image: image175.wmf]11112211
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对任何
[image: image176.wmf]12
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都有解的充分必要条件是系数行列式
[image: image177.wmf]0
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¹

。

证  充分性.由克拉默来姆法则即证。

下证必要性.记


[image: image178.wmf]12
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则原方程组可表示为


[image: image179.wmf]1122
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，

由题设知，任意向量
[image: image180.wmf]b

都可由线性
[image: image181.wmf]12
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表出，因此由上题结果可知
[image: image182.wmf]12
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线

性无关。

进而，下述线性关系


[image: image183.wmf]1222
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仅有惟一零解，故必须有
[image: image184.wmf]0
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，即证。

16.已知
[image: image185.wmf]12
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与
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有相同的秩，证明：

与
[image: image187.wmf]121
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等价。

证  由于
[image: image188.wmf]12
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与
[image: image189.wmf]121
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有相同的秩，因此它们的极大线性无关组所含向量个数必定相等.这样
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的极大线性无关组也必为
[image: image191.wmf]121
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的极大线性无关组，从而它们有相同的极大线性无关组。

另一方面，因为它们分别与极大线性无关组等价，所以它们一定等价。

17.设
[image: image192.wmf]123213
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[image: image193.wmf]121
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，
证明：
[image: image194.wmf]12
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与
[image: image195.wmf]12

,,,

r

aaa

L

具有相同的秩。

证  只要证明两向量组等价即可.由题设，知
[image: image196.wmf]12
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可由
[image: image197.wmf]12

,,,

r

aaa

L

线性表出。

现在把这些等式统统加起来，可得
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于是
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即证
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也可由
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线性表出，从而向量组
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与
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18.计算下列矩阵的秩：

1）
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          4）
[image: image208.wmf]10014

01025

00136

1231432

4563277

éù

êú

êú

êú

êú

êú

êú

ëû


5）
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解  1）秩为4；2）秩为3；3）秩为2；4）秩为3；5）秩为5。

19.讨论
[image: image210.wmf],,
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取什么值时，下列方程有解，并求解。
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     2）
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    3）
[image: image214.wmf]122
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解  1）因为方程组的系数行列式
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所以当
[image: image216.wmf]1
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时，原方程组与方程
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同解，故原方程组有无穷多解，且其解为
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其中
[image: image219.wmf]12
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为任意常数。

当
[image: image220.wmf]2
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时，原方程组无解。

当
[image: image221.wmf]1

l

¹

且
[image: image222.wmf]2
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时，原方程组有惟一解。且
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2）因为方程组的系数行列式
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所以当
[image: image225.wmf]0
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时，原方程组的系数矩阵
[image: image226.wmf]A

与增广矩阵
[image: image227.wmf]A

的秩分别为2与3，所以无解。

当
[image: image228.wmf]1
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时，
[image: image229.wmf]A

的秩为2，
[image: image230.wmf]A

的秩为3，故原方程组也无解。

当
[image: image231.wmf]0
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，且
[image: image232.wmf]1
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时，方程组有唯一解
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3) 因为方程组的系数行列式


[image: image234.wmf]11
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所以当
[image: image235.wmf]0
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时，即
[image: image236.wmf]1
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且
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时，方程组有惟一解，且为
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当
[image: image239.wmf]0
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时

1o若
[image: image240.wmf]0
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，这时系数矩阵
[image: image241.wmf]A

的秩为2，而它的增广矩阵
[image: image242.wmf]A

的秩为3，故原方程组无解。

2o若
[image: image243.wmf]1
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，这时增广矩阵
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所以当
[image: image245.wmf]1
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时，
[image: image246.wmf]A

的秩为3，
[image: image247.wmf]A

的秩为，原方程组无解。

而当
[image: image248.wmf]1
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时，原方程组有无穷多个解，且其解为
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其中
[image: image250.wmf]k

为任意常数。

20.求下列齐次线性方程组的一个基础解系，并用它表出全部解：

1）
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  3）
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解  1）对方程组的系数矩阵作行初等变换，有
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因为
[image: image256.wmf]()25
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，所以原方程组的基础解中含有3个线性无关的解向量，且原方程组的同解方程组为
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于是只要令
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 即得
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同理，令
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 即得
[image: image261.wmf]2
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[image: image262.wmf]534
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 即得
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则
[image: image264.wmf]123
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为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为


[image: image265.wmf]112233
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其中
[image: image266.wmf]123
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为任意常数。

2）对方程组的系数矩阵作行初等变换，有
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因为
[image: image269.wmf]()35
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，所以原方程组的基础解系中含有2个线性无关的解向量，且原方程组的同解方程组为
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若令
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则
[image: image275.wmf]12
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为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为


[image: image276.wmf]1122
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其中
[image: image277.wmf]12
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为任意常数。

    3）对方程组的系数矩阵作行初等变换，有
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又因为
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所以
[image: image281.wmf]()45
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，方程组的基础解系含有一个线性无关的解向量，且原方程组的同解方程组为
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于是令
[image: image283.wmf]2
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则
[image: image285.wmf]h

即为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为
[image: image286.wmf]k

h

，其中
[image: image287.wmf]k

为任意常数。

4） 对方程组的系数矩阵作行初等变换，有
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又应为
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所以
[image: image291.wmf]()35
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，方程组的基础解系含有2个线性无关大解向量，且原方程组的同解方程组为
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[image: image293.wmf]35
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则
[image: image297.wmf]12
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为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为
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其中
[image: image299.wmf]12
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为任意常数。

21.用导出组的基础解系表出第1题1）、4）、6）题中线性方程组的全部解，其中
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     解  1）对原方程组的增广矩阵作初等行变换，可得
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所以方程组有无穷多解，且其导出组的基础解系中含有1个线性无关的解向量，又因为原方程组的同解方程组为
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若令
[image: image305.wmf]4
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，代入原方程组的导出组，可解得
[image: image306.wmf]1235
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故园方程组的全部解为
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其中
[image: image310.wmf]k

为任意常数。

     4）对原齐次线性方程组的系数矩阵作初等变换，可得
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所以方程组有无穷多解，且其基础解系中含有2个线性无关的解向量，又因为原方程组的同解方程组为
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于是导出组的基础解系为
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故原方程组的全部解为
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其中
[image: image320.wmf]12
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为任意常数。

    6）对原方程组的增广矩阵作初等变换，可得
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所以方程组有无穷多个解，且其导出组的基础解系中含有1个线性无关的解向量，又因为原方程组的同解方程组为
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若令
[image: image323.wmf]3
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，代入原方程组的导出组，可解得
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且原方程组的一个特解为
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故原方程组的全部解为
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其中
[image: image328.wmf]k

为任意常数。

     22.
[image: image329.wmf],
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取什么值时，线性方程组
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有解？在有解的情形，求一般解。

    解  对方程组的增广矩阵行作初等变换：
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于是，只有
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当
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同解，且其一般解为
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其中
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为任意常数。

23.设
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证明：此方程组有解的充分必要条件为
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在有解的情形，求出它的一般解。

证  对方程组的增广矩阵作行初等变换，有
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此时
[image: image345.wmf]A

的秩为4，
[image: image346.wmf]A

的秩为4的充分必要条件是
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因此，原方程组有解的充分必要条件是
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其次，当
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同解，所以它的一般解为
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其中
[image: image352.wmf]k

为任意常数。

24.证明：与基础解系等价的线性无关向量组也是基础解系。

证  由于两个等价的线性无关向量组所含向量个数是相等的，不妨设
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又由题设知
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25.设齐次方程组
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的系数矩阵的秩为
[image: image365.wmf]r

，证明：方程组的任意
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个线性无关的解都是它的一个基础解系。

证  由于方程组的系数矩阵的秩为
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，所以它的基础解系所含线性无关解向量的个数为
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设
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的秩仍为
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26.证明：如果
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证  设线性方程组为
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由题设，
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代入方程组，得
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所以
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仍是方程组的一个解，即证。

27.多项式
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28.解下列联立方程：
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解  1）由结式


[image: image407.wmf]2

2

2

2

565160

056516

(,)

11240

01124

y

xx

x

Rfg

xxx

xxx

--

--

=

----

----



[image: image408.wmf]432

32(332)

xxxx

=-++-



[image: image409.wmf]2

32(1)(1)(2)0

xxx

=-+-=

，

可解得下
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解此方程组，可得
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故原方程组有四组公共解为
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2）同理可得
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代入原方程组，可得四组公共解为


[image: image429.wmf]1

1

1

2

x

y

=-

ì

í

=

î

              
[image: image430.wmf]2

2

3

0

x

y

=-

ì

í

=

î



[image: image431.wmf]3

3

1

(1035)

5

55

5

x

y

ì

=-+

ï

ï

í

-

ï

=

ï

î

   
[image: image432.wmf]4

4

1

(1035)

5

55

5

x

y

ì

=--

ï

ï

í

+

ï

=

ï

î

。

3）由
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可解得原方程组的组公共解为
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