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习题与参考答案
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8）采用数学归纳法，可证
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[image: image162.wmf]i

A

是
[image: image163.wmf]i

n

阶矩阵（
[image: image164.wmf],1,2,,

ijr

=

L

）。

证  设


[image: image165.wmf]11121

21222

12

r

r

rrrr

BBB

BBB

B

BBB

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

L

L

MMOM

L


与
[image: image166.wmf]A

可交换（其中
[image: image167.wmf]ij

B

是
[image: image168.wmf]ij

nn

´

阶矩阵），则由
[image: image169.wmf]ABBA

=

，可得


[image: image170.wmf](,1,)

iiijijii

aEBBaEijr

==

L


当
[image: image171.wmf]ij

¹

时，由
[image: image172.wmf]iijiji

aBBa

=

及
[image: image173.wmf]ij

aa

¹

，因而必有
[image: image174.wmf]0

ij

B

=

。

于是，与
[image: image175.wmf]A

可交换的矩阵
[image: image176.wmf]B

只能是准对角矩阵


[image: image177.wmf]11

22

rr

B

B

B

æö

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

O

，
其中
[image: image178.wmf]ii

B

是
[image: image179.wmf]i

n

阶矩阵（
[image: image180.wmf],1,2,,

ijr

=

L

）。

   7.用
[image: image181.wmf]ij

E

表示
[image: image182.wmf]i

行
[image: image183.wmf]j

列的元素（即
[image: image184.wmf](,)

ij

元）为1，而其余元素全为零的
[image: image185.wmf]nn

´

矩阵，而
[image: image186.wmf]()

ijnn

Aa

´

=

．证明：

1）如果
[image: image187.wmf]1212

AEEA

=

，那么当
[image: image188.wmf]1

k

¹

时
[image: image189.wmf]1

0

k

a

=

，当
[image: image190.wmf]2

k

¹

时
[image: image191.wmf]2

0

k

a

=

；

2）如果
[image: image192.wmf]ijij

AEEA

=

，那么当
[image: image193.wmf]ki

¹

时
[image: image194.wmf]0

ki

a

=

，当
[image: image195.wmf]kj

¹

时
[image: image196.wmf]0

jk

a

=

，且
[image: image197.wmf]iijj

aa

=

；

3）如果
[image: image198.wmf]A

与所有的
[image: image199.wmf]n

阶矩阵可交换，那么
[image: image200.wmf]A

一定是数量矩阵，即
[image: image201.wmf]AaE

=

。

证   1）因为


[image: image202.wmf]12

21222

21

1212

1

00

00

000

00

000

n

n

a

aaa

a

AEEA

a

æö

æö

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

===

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

L

L

L

L

MMOM

MMOM

L

L

，
所以


[image: image203.wmf]21232

0

n

aaa

====

L

，
[image: image204.wmf]21311

0

n

aaa

====

L

。

即当
[image: image205.wmf]1

k

¹

时
[image: image206.wmf]1

0

k

a

=

，当
[image: image207.wmf]2

k

¹

时
[image: image208.wmf]2

0

k

a

=

。

2）因为


[image: image209.wmf]j

列


[image: image210.wmf]1

2

12

000

000

000

000

000

i

i

ijij

jjjn

ni

a

a

AEEAi

aaa

a

æö

æö

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

===

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

ç÷

èø

L

LL

MMMM

LL

L

MMMMMM

MMMM

LL

L

行

所以当
[image: image211.wmf]ki

¹

时
[image: image212.wmf]0

ki

a

=

，当
[image: image213.wmf]kj

¹

时
[image: image214.wmf]0

jk

a

=

且
[image: image215.wmf]iijj

aa

=

。

3）
[image: image216.wmf]A

与任何矩阵相乘可交换，必与
[image: image217.wmf]ij

E

相乘可交换，于是由
[image: image218.wmf]ijij

AEEA

=

得


[image: image219.wmf]iijj

aa

=

（
[image: image220.wmf],1,2,,

ijn

=

L

），
[image: image221.wmf]0()

ij

aij

=¹


因此
[image: image222.wmf]A

是数量矩阵。

8.如果
[image: image223.wmf],

ABBAACCA

==

，证明：
[image: image224.wmf]()(),

ABCBCA

+=+



[image: image225.wmf]()()

ABCBCA

=

。

证  
[image: image226.wmf]()()

ABCABACBACABCA

+=+=+=+

，


[image: image227.wmf]()()()()()()

ABCABCBACBACBCABCA

=====

。
9.如果
[image: image228.wmf]1

()

2

ABE

=+

，证明：
[image: image229.wmf]2

AA

=

当且仅当
[image: image230.wmf]2

BE

=

。

证  充分性.若
[image: image231.wmf]2

BE

=

，因为


[image: image232.wmf]222

11

[()](2)

24

ABEBBE

=+=++


[image: image233.wmf]11

(22)()

42

BEBE

=+=+


[image: image234.wmf]A

=

，所以
[image: image235.wmf]2

AA

=

。

 必要性.若
[image: image236.wmf]2

AA

=

，则
[image: image237.wmf]11

(22)()

42

BEBE

+=+

，即
[image: image238.wmf]2

111

442

BEE

+=

，即证
[image: image239.wmf]2

BE

=

。

10.矩阵称
[image: image240.wmf]A

为对称的，如果
[image: image241.wmf]AA

¢

=

.证明：如果
[image: image242.wmf]A

是实对称矩阵，且
[image: image243.wmf]2

0

A

=

，那么
[image: image244.wmf]0

A

=

。

证  设


[image: image245.wmf]11121

12222

12

n

n

nnnn

aaa

aaa

A

aaa

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

L

L

MMOM

L

，
则


[image: image246.wmf]222

11121

222

2

12222

222

12

**

**

**

n

n

nnnn

aaa

aaa

A

aaa

æö

+++

ç÷

+++

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

+++

èø

LL

LL

MMOM

LL

。
由
[image: image247.wmf]2

0

A

=

有


[image: image248.wmf]22222

12,1

0(1,2,,)

iiiiiiin

aaaaain

+

++++++==

LLL

，
因而必有


[image: image249.wmf]12,1

0(1,2,,)

iiiiiiin

aaaaain

+

++++++==

LLL

，
即证。

11.设
[image: image250.wmf],

AB

都是
[image: image251.wmf]nn

´

对称矩阵，证明：
[image: image252.wmf]AB

也对称当且仅当
[image: image253.wmf],

AB

可交换。

证  当
[image: image254.wmf]ABBA

=

时，有


[image: image255.wmf]()()

ABABBAAB

¢¢¢¢

===

，
所以
[image: image256.wmf]AB

是对称矩阵。

反之，当
[image: image257.wmf]()

ABAB

¢

=

时，有


[image: image258.wmf]()

ABABBABA

¢¢¢

===

。
12.矩阵
[image: image259.wmf]A

称为反对称的，如果
[image: image260.wmf]AA

¢

=-

，证明：任一
[image: image261.wmf]nn

´

矩阵都可表为一对称矩阵与一反对称矩阵之和。

证  设
[image: image262.wmf]A

是任一
[image: image263.wmf]nn

´

矩阵，因为
[image: image264.wmf]111111

()()

222222

AAAAAAAAA

¢¢¢¢

=++-=++-

，
且
[image: image265.wmf]1

()

2

AA

¢

+

是对称矩阵，
[image: image266.wmf]1

()

2

AA

¢

-

是反对称矩阵，所以结论成立。

13.设
[image: image267.wmf]12

(0,1,2)

kkk

kn

sxxxk

=+++=

LL



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image268.wmf]2

ijij

as

+-

=



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image269.wmf](,1,2,)

ijn

=

L

.证明：

证  由题设知


[image: image270.wmf]011

12

122

n

n

ij

nnn

sss

sss

a

sss

-

--

=

L

L

MMOM

L


        
[image: image271.wmf]11

11

22

111

11222

111
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nnnnnnn
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nxxxx

xxxxxx
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--

----

++++

++++++

=

++++++

LLL

LLLL

MMOM

LLLL


        
[image: image272.wmf]1

11

1

12

22

111

1

12

111

1

1

1

n

n

n
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n

n

nn

xx

xxx

xx

xxx

xx

-

-
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-

=

L

L

L

L

MMOM
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L

L


        
[image: image273.wmf]2

()()()

jijiij

ijijij

xxxxxx

<<<

=--=-

ÕÕÕ

。

14.设
[image: image274.wmf]A

是
[image: image275.wmf]nn

´

矩阵，证明：存在一个
[image: image276.wmf]nn

´

非零矩阵
[image: image277.wmf]B

使
[image: image278.wmf]0

AB

=

的充分必要条件是
[image: image279.wmf]0

A

=

。

证  充分性.若
[image: image280.wmf]0

A

=

，则齐次方程组
[image: image281.wmf]0

AX

=

有非零解


[image: image282.wmf]12

(,,,)

n

Xbbb

¢

=

L

，
只要取


[image: image283.wmf]1

2

00

00

0

00

n

b

b

B

b

æö

ç÷

ç÷

=¹

ç÷

ç÷

ç÷

èø

L

L

MMOM

L


即可。

必要性.设
[image: image284.wmf]12

(,,,)0

n

BBBB

=¹

L

，使
[image: image285.wmf]0

AB

=

，这里
[image: image286.wmf]12

,,,

n

BBB

L

是
[image: image287.wmf]B

的列向量。不失一般性，设
[image: image288.wmf]1

0

B

¹

，则由
[image: image289.wmf]0

AB

=

，得


[image: image290.wmf]12

(,,,)0

n

ABABAB

=

L

。
因此，
[image: image291.wmf]1

0

AB

=

，即
[image: image292.wmf]0

AX

=

有非零解，从而


[image: image293.wmf]0

A

=

。
15.设
[image: image294.wmf]A

是
[image: image295.wmf]nn

´

矩阵，如果对任一
[image: image296.wmf]n

维向量
[image: image297.wmf]12

(,,,)

n

Xxxx

¢

=

L

都有
[image: image298.wmf]0

AX

=

，那么
[image: image299.wmf]0

A

=

。

证   证法1  由题设知，
[image: image300.wmf]n

维向量空间中的所有向量都是齐次线性方程组
[image: image301.wmf]0

AX

=

的解，故方程组的基础解系含有
[image: image302.wmf]n

个线性无关的解向量，所以
[image: image303.wmf]()0

rankA

=

，即证
[image: image304.wmf]0

A

=

。

16设
[image: image305.wmf]B

为一
[image: image306.wmf]rr

´

矩阵，
[image: image307.wmf]C

为
[image: image308.wmf]rn

´

矩阵，且
[image: image309.wmf]()

rankCr

=

.证明：

1） 如果
[image: image310.wmf]0

BC

=

，那么
[image: image311.wmf]0

B

=

；

2） 如果
[image: image312.wmf]BCC

=

，那么
[image: image313.wmf]BE

=

。

证  1）若
[image: image314.wmf]0

BC

=

，设
[image: image315.wmf]()

ijrr

Bb

´

=

，
[image: image316.wmf]()

ijrn

Cc

´

=

，因
[image: image317.wmf]()

rankCr

=

，不失一般性，可设


[image: image318.wmf]111

1

0

r

rrr

cc

cc

¹

L

MOM

L

。
由
[image: image319.wmf]0

BC

=

，得


[image: image320.wmf]1112211

1122222

1122

0

0

(1,2,,)

0

iiirr

iiirr

iririrrr

bcbcbc

bcbcbc

ir

bcbcbc

+++=

ì

ï

+++=

ï

í

=

ï

ï

+++=

î

L

L

LLLLLLLLLLLL

L


因为该齐次方程组的系数行列式不等于零，故它只有惟一零解，即


[image: image321.wmf]12

0(1,2,)

iiir

bbbir

=====

LL

，
因而
[image: image322.wmf]0

B

=

。

2） 若
[image: image323.wmf]BCC

=

，则


[image: image324.wmf]()0

BCECBEC

-=-=

，
由1）知
[image: image325.wmf]0

BE

-=

，因此
[image: image326.wmf]BE

=

。

17.证明：


[image: image327.wmf]()()()

rankABrankArankB

+£+

。
证  设
[image: image328.wmf]12

(,,,)

n

AAAA

=

L

，
[image: image329.wmf]12

(,,,)

n

BBBB

=

L

，则


[image: image330.wmf]1122

()(,,,)

nn

ABABABAB

+=+++

L

。
若
[image: image331.wmf]12

1

,,,

r

iii

AAA

L

与
[image: image332.wmf]12

2

,,,

r

jjj

BBB

L

分别是
[image: image333.wmf]A

与
[image: image334.wmf]B

的列向量组的极大线性无关组，则有


[image: image335.wmf]1122

11

1122

22

rr

rr

ttititi

ttjtjtj

AkAkAkA

BlBlBlB

=+++

=+++

L

L

  
[image: image336.wmf](1,2,,)

tn

=

L


于是


[image: image337.wmf]1111

1122

rrrr

tttititjtj

ABkAkAlBlB

+=+++++

LL



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image338.wmf](,1,2,,)

ijn

=

L

，
即
[image: image339.wmf]AB

+

的列向量组可由
[image: image340.wmf]11

12

,,,,,

rr

iijj

AABB

LL

线性表出，故


[image: image341.wmf]()()()

rankABrankArankB

+£+

。
18.设
[image: image342.wmf],

AB

为
[image: image343.wmf]nn

´

矩阵，证明：如果
[image: image344.wmf]0

AB

=

，那么


[image: image345.wmf]()()

rankArankBn

+£

。
证  设
[image: image346.wmf]B

的列向量组为
[image: image347.wmf]12

,,,

n

BBB

L

，则


[image: image348.wmf]1212

(,,,)(,,,)0

nn

ABABBBABABAB

===

LL

，
故有


[image: image349.wmf]12

0

n

ABABAB

====

L

。
即方程组
[image: image350.wmf]0

AX

=

有
[image: image351.wmf]n

组解
[image: image352.wmf]12

,,,

n

BBB

L

。

若
[image: image353.wmf]()

rankAr

=

，则
[image: image354.wmf]12

,,,

n

BBB

L

可由
[image: image355.wmf]nr

-

个线性无关的解向量线性表出，于是
[image: image356.wmf]()

rankBnr

=-

。因此


[image: image357.wmf]()()()

rankArankBrnrn

+£+-=

。

19.证明：如果
[image: image358.wmf]0

k

A

=

，那么


[image: image359.wmf]121

()

k

EAEAAA

--

-=++++

L

。
证


[image: image360.wmf]21

()()

k

EAAAEA

-

++++-

L



[image: image361.wmf]212

kk

EAAAAAA

-

=++++----

LL



[image: image362.wmf]2211

()()()

kkk

EAAAAAAA

--

=+-+-++--

L



[image: image363.wmf]E

=

。
即证


[image: image364.wmf]121

()

k

EAEAAA

--

-=++++

L

。
20.求
[image: image365.wmf]1

A

-

，设


[image: image366.wmf]1)
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A

cd

æö

=

ç÷

èø

，
[image: image367.wmf]1

adbc

-=

    
[image: image368.wmf]111
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=

ç÷

ç÷

-

èø



[image: image369.wmf]223
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[image: image370.wmf]1234
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[image: image371.wmf]1111
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[image: image372.wmf]3343
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[image: image373.wmf]1357
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[image: image374.wmf]21200
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[image: image375.wmf]0011
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ç÷

=

ç÷

-

ç÷

ç÷

-

èø

         
[image: image376.wmf]21000
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解  1）
[image: image377.wmf]1

db

A

ca

-

-

æö

=

ç÷

-

èø

。

2）对
[image: image378.wmf](|)

AE

作行初等变换，有


[image: image379.wmf]111100111100

210010012210

110001021101
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[image: image380.wmf]11
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0122100100
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，
所以


[image: image381.wmf]1
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。
3）对
[image: image382.wmf](|)

AE

作行初等变换，可得


[image: image383.wmf]223100043120

110010110010
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-

æöæö

ç÷ç÷

-®-

ç÷ç÷

ç÷ç÷

-

èøèø



[image: image384.wmf]101021100143
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所以
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4）对
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5）对
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作行初等变换，有
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6）对
[image: image400.wmf](|)
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作行初等变换，有
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所以
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7）因为
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8）对
[image: image405.wmf](|)
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作行初等变换，有
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9）因为
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且
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10）因为
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所以
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21.设
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解  设
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因此
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故
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22.设
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其中
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解  记
[image: image433.wmf]0

0

n

A

X

a

æö

=

ç÷

èø

，其中


[image: image434.wmf]1

2

1

00

00

00

n

a

a

A

a

-

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

L

L

MMOM

L


则


[image: image435.wmf]1

1

1

0

0

n

a

X

A

-

-

-

æö

=

ç÷

èø

。
而
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故
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23.求矩阵
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解  1）
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3）
[image: image448.wmf]1

21000

1111

12100

0111

01200

0011

00021

0001

00012

X

-

æö

æö

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

ç÷

èø

L

L

L

L

L

L

MMMOMM

MMMOM

L

L

L



[image: image449.wmf]21000

1100012100

0110001200

11

0000100021

00012

æö

ç÷

-

æö

ç÷

ç÷

ç÷

-

ç÷

=

ç÷

ç÷

-

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

ç÷

ç÷

èø

L

LL

LL

MMMOMMMOMM

LL

L


[image: image450.wmf]111000

111100

000011

000012

--

æö

ç÷

--

ç÷

ç÷

=

ç÷

-

ç÷

ç÷

èø

L

L

MMMMOMM

L

L

。
4）
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24.证明：1）如果
[image: image454.wmf]A

可逆对称（反对称），那么
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也对称（反对称）；2）不存在奇数阶的可逆反对称矩阵。

证  1)若
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故
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25.矩阵
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1）两个上（下）三角形矩阵的乘积仍是上（下）三角矩阵；

2）可逆的上（下）三角矩阵的逆仍是上（下）三角矩阵。
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假定
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同理可得：当
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27.证明：如果
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