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《高 等 代 数》

习题与参考答案

   数学系

第五章 二次型
1．用非退化线性替换化下列二次型为标准形，并利用矩阵验算所得结果。
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先作非退化线性替换
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则原二次型的标准形为
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于是相应的替换矩阵为
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由配方法可得
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于是可令
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则原二次型的标准形为
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且非退化线性替换为
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故替换矩阵为
                    
[image: image74.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

1

0

0

0

1

1

0

0

1

2

3

1

0

1

1

2

1

T

，
且有
                    
[image: image75.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

=

¢

0

0

0

0

0

2

1

0

0

0

0

2

0

0

0

0

1

AT

T

。
   （7）已知
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由配方法可得
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于是可令
                     
[image: image83.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

+

=

+

+

=

=

3

1

4

4

3

3

3

2

1

2

1

1

x

x

y

x

x

y

x

x

x

y

x

y

，
则原二次型的标准形为
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且非退化线性替换为
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   （Ⅱ）把上述二次型进一步化为规范形，分实系数、复系数两种情形；并写出所作的非退化线性替换。
解  1）已求得二次型
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的标准形为
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且非退化线性替换为
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（1） 在实数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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（2） 在复数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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 2）已求得二次型
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的标准形为
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且非退化线性替换为
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故该非退化线性替换已将原二次型化为实数域上的规范形和复数域上的规范形
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   3）已求得二次型
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的标准形为
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且非退化线性替换为
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（1） 在实数域上，上面所作非退化线性替换已将二次型化为规范形，即
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（2） 在复数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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（3） 已求得二次型
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的标准形为
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且非退化线性替换为
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（1） 在实数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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（2）在复数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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（5）已求得二次型
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的标准形为
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且非退化线性替换为
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（1） 在实数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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（2） 在复数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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6）已求得二次型
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的标准形为
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且非退化线性替换为
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（1）在实数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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（2）在复数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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7）已求得二次型
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的标准形为
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且非退化线性替换为
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（1）在实数域上，上面所作非退化线性替换已将二次型化为规范形，即
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（2） 在复数域上，若作非退化线性替换
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可得二次型的规范形为
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   2．证明：秩等于
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的对称矩阵可以表成
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个秩等于1的对称矩阵之和。
      证    由题设知
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作非退化的线性替换
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这说明原式是一个多元零多项式，故有
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     下面考虑对角矩阵
[image: image210.wmf]D

的相应二次型的合同分类情况，在
[image: image211.wmf](

)

r

i

d

i

,

,

2

,

1

L

=

中可分为
                       
[image: image212.wmf]负

个

正，

个

负

个

正，

个

负

个

正，

个

负

个

正，

个

负

个

正，

个

r

r

r

r

r

0

1

1

2

2

1

1

0

-

-

-

L

L

L

L

L

L


共计
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6．证明：一个实二次型可以分解成两个实系数的一次齐次多项式的乘积的充分必要条件是：它的秩等于2且符号差等于0，或者秩等于1。
证   必要性。设
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1） 若上式右边的两个一次式系数成比例，即
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使二次型化为
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2） 若两个一次式系数不成比例，不妨设
[image: image225.wmf]2

2

1

1

b

a

b

a

¹

，则可作非退化线性替换
                  
[image: image226.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

=

=

+

+

+

=

+

+

+

=

n

i

x

y

x

b

x

b

x

b

y

x

a

x

a

x

a

y

i

i

n

n

n

n

,

,

3

2

2

1

1

2

2

2

1

1

1

L

L

L

，
使
                     
[image: image227.wmf](

)

n

x

x

x

f

,

,

,

2

1

L



EMBED Equation.3[image: image228.wmf]2

1

y

y

=

。
再令
                     
[image: image229.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

=

=

-

=

+

=

n

i

z

y

z

z

y

z

z

y

i

i

,

,

3

2

1

2

2

1

1

L

，
则二次型可化为
                 
[image: image230.wmf](

)

n

x

x

x

f

,

,

,

2

1

L



EMBED Equation.3[image: image231.wmf]2

1

y

y

=



EMBED Equation.3[image: image232.wmf]2

2

2

1

z

z

-

=

，
故二次型
[image: image233.wmf](

)

n

x

x

x

f

,

,

,

2

1

L

的秩为2，且符号差为0。
充分性。1）若
[image: image234.wmf](

)

n

x

x

x

f

,

,

,

2

1

L

的秩为1，则可经非退化线性替换
[image: image235.wmf]CY

Z

=

使二次型化为
                  
[image: image236.wmf](

)

n

x

x

x

f

,

,

,

2

1

L
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7．判断下列二次型是否正定：
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解   1）二次型的矩阵为
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故原二次型为正定二次型。
2） 二次型的矩阵为
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3） 记二次型的矩阵为
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故原二次型为正定二次型。
4） 记二次型的矩阵为
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故原二次型为正定二次型。
8．
[image: image273.wmf]t

取什么值时，下列二次型是正定的：
1）
[image: image274.wmf]3

2

3

1

2

1

2

3

2

2

2

1

4

2

2

5

x

x

x

x

x

tx

x

x

x

+

-

+

+

+


2）
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解  1）二次型的矩阵为
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但此不等式组无解，即不存在
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   9．证明：如果
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   证   设正定矩阵
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由正定二次型的定义知该二次型是正定的，故
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   10．设
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当
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   11．证明：如果
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且在规范形中必含带负号的平方项。于是只要在
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由于
[image: image339.wmf]0

¹

C

，故可得唯一组非零解
[image: image340.wmf](

)

ns

s

s

s

x

x

x

X

,

,

,

2

1

L

=

使

          
[image: image341.wmf](

)

0

1

1

1

0

0

0

<

-

-

=

-

-

-

-

+

+

+

=

¢

p

n

AX

X

s

s

L

L

，

即证存在
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  13．如果
[image: image344.wmf]B

A

,

都是
[image: image345.wmf]n

阶正定矩阵，证明：
[image: image346.wmf]B

A

+

也是正定矩阵。
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   14．证明：二次型
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   证  必要性。采用反证法。若正惯性指数
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   若令
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则可得非零解
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   15．证明：
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     证 
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可见：
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故原二次型
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即证。

17．
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   注   该结论的另一证法详见本章第三部分（补充题精解）第2题的证明，此处略。

1、 补充题参考解答

1． 用非退化线性替换化下列二次型为标准型，并用矩阵验算所得结果：
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且替换矩阵
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故当
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  当
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于是当
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3） 由配方法可得
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于是可令
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则非退化的线性替换为
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且原二次型的标准形为
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相应的替换矩阵为
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其中所作非退化的线性替换为
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故非退化的替换矩阵为
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2． 设实二次型
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下面证明
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5． 设
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   证  采用归纳法。当
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如果最后一行（列）元素全为零，则由归纳假设，结论已证。若不然，经过行列的同时对换，不妨设
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再将最后两行两列的其他非零元
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由归纳假设知
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再对上面矩阵作行交换和列交换，便知结论对
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6． 设
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    7．主对角线上全是1的上三角矩阵称为特殊上三角矩阵。

1）设
[image: image598.wmf]A
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考虑
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   2）设
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由于每进行一次行、列的第三种初等变换，相当于右乘一个上三角形阵
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   2）如果
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   证   1）作变换
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   2）
[image: image689.wmf]A

为正定矩阵，故
[image: image690.wmf]1

-

n

P

对应的
[image: image691.wmf]1

-

n

阶矩阵也是正定矩阵，由1）知

               
[image: image692.wmf](

)

0

,

,

1

1

1

1

,

1

1

,

1

1

1

,

1

11

1

1

1

-

-

-

-

-

-

-

-

=

n

n

n

n

n

n

n

n

y

y

y

a

a

y

a

a

y

y

f

L

L

M

M

O

M

L

L


是负定二次型。注意到

        
[image: image693.wmf]nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

1

,

1

,

1

1

,

1

1

,

1

1

1

,

1

11

-

-

-

-

-

-

=

L

L

L

L

L

L

L


           
[image: image694.wmf]=



 EMBED Equation.3  [image: image695.wmf]+

-

-

-

-

-

-

0

1

,

1

,

1

1

,

1

1

,

1

1

1

,

1

11

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

L

L

M

M

O

M

L



 EMBED Equation.3  [image: image696.wmf]nn

n

n

n

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

1

,

1

1

,

1

1

,

1

1

,

1

11

0

0

-

-

-

-

-

L

L

M

M

O

M

L


           
[image: image697.wmf](

)

1

,

1

2

1

1

,

,

,

-

-

-

+

=

n

nn

n

n

n

n

n

P

a

a

a

a

f

L

，

又因
[image: image698.wmf](

)

(

)

时

中至少有一个不为

0

0

,

,

,

,

1

2

1

1

in

n

n

n

n

n

a

a

a

a

f

<

-

-

L

，所以

                         
[image: image699.wmf]1

-

<

n

nn

P

a

A

，

当
[image: image700.wmf]0

,

1

2

1

=

=

=

=

-

n

n

n

n

a

a

a

L

时，有

                         
[image: image701.wmf]1

-

=

n

nn

P

a

A

，

综上有
[image: image702.wmf]1

-

£

n

nn

P

a

A

，即证。

    3）由2）得

           
[image: image703.wmf]11

1

,

1

2

1

,

1

1

a

a

a

P

a

a

P

a

A

n

n

nn

n

n

n

nn

n

nn

L

L

-

-

-

-

-

-

£

£

£

£

。

    4）作非退化的线性替换
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再由3）便得
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9.证明：实对称矩阵
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故存在非退化矩阵
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充分性。设
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由行列式性质，得
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