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《高 等 代 数》

习题与参考答案

   数学系

第九章  欧氏空间
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也是一组标准正交基。
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11．1）证明：欧氏空间中不同基的度量矩阵是合同的。

2）利用上述结果证明：任一欧氏空间都存在标准正交基。
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证明：当且仅当
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由于上述方程组仅有零解的充要条件是系数行列式不等于0，即证。

13．证明：上三角的正交矩阵必为对角矩阵，且对角线上元素为+1或-1。

证 设
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14．1）设A为一个n阶矩阵，且
[image: image235.wmf]0

¹

A

，证明A可以分解成

         
[image: image236.wmf]A=QT，

其中Q是正交矩阵，T是一上三角矩阵

          
[image: image237.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

nn

n

n

t

t

t

t

t

t

T

M

O

L

L

2

22

1

12

11

，

且
[image: image238.wmf])

,

2

,

1

(

0

n

i

t

ii

L

=

>

，并证明这个分解是唯一的；

2)设A是n阶正交矩阵，证明存在一上三角矩阵T，使

          
[image: image239.wmf]T

T

A

'

=

。

证  1)设A的n个列向量是
[image: image240.wmf],

.

,

2

1

n

a

a

a

L

由于
[image: image241.wmf]0

A

¹

，因此
[image: image242.wmf]n

a

a

a

,

,

,

2

1

L

是线性无关的。从而它们也是V的一组基，将其正交单位化，可得一组标准正交基为

          
[image: image243.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image244.wmf]ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

+

-

-

-

=

+

-

=

=

-

-

n

n

n

n

n

n

n

n

a

b

h

b

h

a

h

b

h

a

h

a

b

h

a

b

h

a

a

h

1

)

,

(

)

,

(

1

)

,

(

1

1

1

1

1

1

2

2

1

2

2

2

1

1

1

L

L

，

其中

           
[image: image245.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

-

-

=

-

=

=

-

-

1

1

1

1

1

2

2

2

1

1

)

,

(

)

,

(

)

,

(

n

n

n

n

n

n

h

h

a

h

a

a

b

h

h

a

a

b

a

b

L

L

，

           
[image: image246.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

+

=

+

=

=

n

nn

n

n

n

t

t

t

t

t

t

h

h

h

a

h

h

a

h

a

L

L

2

2

1

1

2

22

1

12

2

1

11

1

，

其中
[image: image247.wmf])

,

,

2

,

1

(

0

n

i

t

i

ii

L

=

>

=

b

。即

          
[image: image248.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

=

nn

n

n

n

n

t

t

t

t

t

t

A

M

O

L

L

L

L

2

22

1

12

11

2

1

2

1

)

,

,

,

(

)

,

,

(

h

h

h

a

a

a

，

令
[image: image249.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

nn

n

t

t

t

T

M

O

L

1

11

，则T是上三角矩阵,且主对角线元素
[image: image250.wmf]0

>

ii

t

。

另一方面，由于
[image: image251.wmf]i

h

是n维列向量，不妨记为

           
[image: image252.wmf])

,

2

,

1

(

2

1

n

i

b

b

b

ni

i

i

i

L

M

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

h

，

且令

 
[image: image253.wmf])

,

,

,

(

2

1

1

1

11

n

nn

n

n

b

b

b

b

Q

h

h

h

L

L

M

O

M

L

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

，

则有
[image: image254.wmf]QT

A

=

,由于
[image: image255.wmf]n

h

h

h

,

,

,

2

1

L

是一组标准正交基，故
[image: image256.wmf]Q

是正交矩阵。

再证唯一性，设
[image: image257.wmf]QT

T

Q

A

=

=

1

1

是两种分解，其中
[image: image258.wmf]1

,

Q

Q

是正交矩阵，
[image: image259.wmf]1

,

T

T

是主对角线元素大于零的上三角阵，则
[image: image260.wmf]1

1

1

1

-

-

=

T

T

Q

Q

，由于
[image: image261.wmf]1

1

1

1

,

-

-

T

T

Q

Q

从而

是正交矩阵

也是正交矩阵,且
[image: image262.wmf]1

1

-

T

T

为上三角阵，因此, 
[image: image263.wmf]1

1

-

T

T

是主对角线元为1或-1的对角阵，但是
[image: image264.wmf]1

T

T

与

的主对角线元大于零，所以
[image: image265.wmf]1

1

-

T

T

的主对角线元只能是1，故
[image: image266.wmf]E

T

T

=

-

1

1

，即证
[image: image267.wmf]T

T

=

1

。进而有
[image: image268.wmf]1

Q

Q

=

,从而分解是唯一的。

2)因为
[image: image269.wmf]A

是正定的，所以
[image: image270.wmf]A

与
[image: image271.wmf]E

合同，即存在可逆阵
[image: image272.wmf]C

使
[image: image273.wmf]C

C

A

'

=

,再由1)知
[image: image274.wmf]QT

C

=

,其中
[image: image275.wmf]Q

是正交矩阵
[image: image276.wmf]T

为三角阵，所以
[image: image277.wmf]T

T

QT

Q

T

A

'

'

'

=

=

。

15.设
[image: image278.wmf]h

是欧氏空间中一单位向量，定义
[image: image279.wmf]h

a

h

a

a

)

,

(

2

-

=

A

，

证明:1)
[image: image280.wmf]A

是正交变换,这样的正交变换称为镜面反射；

2) 
[image: image281.wmf]A

是第二类的；

3)如果
[image: image282.wmf]n

维欧氏空间中正交变换
[image: image283.wmf]A

以1作为一个特征值,且属于特征值1的特征子空间
[image: image284.wmf]1

V

的维数为
[image: image285.wmf]1

-

n

，那么
[image: image286.wmf]A

是镜面反射。

证:1)
[image: image287.wmf]b

a

,

"

,有:
[image: image288.wmf]h

b

a

h

b

a

b

a

)

,

(

2

)

(

2

1

2

1

2

1

k

k

k

k

k

k

A

+

-

+

=

+


              
[image: image289.wmf]b

a

h

b

h

h

a

h

b

a

A

k

A

k

k

k

k

k

2

1

2

1

2

1

)

,

(

2

)

,

(

2

+

=

-

-

+

=

，

所以
[image: image290.wmf]A

是线性变换。

又因为  
[image: image291.wmf]]

)

,

(

2

,

)

,

(

2

[

)

,

(

h

b

h

b

h

a

h

a

b

a

-

-

=

A

A


         
[image: image292.wmf])

,

)(

,

)(

,

(

4

)

,

)(

,

(

2

)

,

)(

,

(

2

)

,

(

h

h

b

h

a

h

b

h

a

h

b

h

a

h

b

a

+

-

-

=

，

注意到
[image: image293.wmf]1

)

,

(

=

h

h

，故
[image: image294.wmf])

,

(

)

,

(

b

a

b

a

=

A

A

,此即
[image: image295.wmf]A

是正交变换。

2)由于
[image: image296.wmf]h

是单位向量，将它扩充成欧氏空间的一组标准正交基
[image: image297.wmf]n

e

e

h

,

,

,

2

L

,则


[image: image298.wmf]î

í

ì

=

=

-

=

-

=

-

=

)

,

,

3

,

2

(

)

,

(

2

)

,

(

2

n

i

A

A

i

i

i

i

L

e

h

e

h

e

e

h

h

h

h

h

h

，

即 
[image: image299.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

=

1

1

1

)

,

,

,

(

)

,

,

,

(

2

2

O

L

L

n

n

A

e

e

h

e

e

h

，

所以
[image: image300.wmf]A

是第二类的。

3) 
[image: image301.wmf]A

的特征值有
[image: image302.wmf]n

个，由已知
[image: image303.wmf]A

有
[image: image304.wmf]1

-

n

个特征值为1，另一个不妨设为
[image: image305.wmf]0

l

，则存在一组基
[image: image306.wmf]n

e

e

e

,

,

,

2

1

L

使
[image: image307.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

1

1

)

,

,

,

(

)

,

,

,

,

(

0

2

1

2

1

O

L

L

l

e

e

e

e

e

e

n

n

A

，

因为
[image: image308.wmf]A

是正交变换，所以
[image: image309.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

1

1

2

0

1

1

1

1

e

e

l

e

e

e

e

=

=

A

A

，

但
[image: image310.wmf]0

0

¹

l

，所以
[image: image311.wmf]1

0

-

=

l

，于是


[image: image312.wmf])

,

,

3

,

2

(

0

)

,

(

)

,

,

3

,

2

(

,

1

1

1

n

i

n

i

A

A

i

i

L

L

=

=

=

=

-

=

e

e

e

e

e

e


现令
[image: image313.wmf]1

1

1

he

e

=

，则
[image: image314.wmf]h

是单位向量，且与
[image: image315.wmf]n

e

e

,

,

2

L

正交，则
[image: image316.wmf]n

e

e

h

,

,

,

2

L

为欧氏空间 
[image: image317.wmf]V

的 一组基。又因为

     
[image: image318.wmf]n

n

k

k

k

A

A

A

e

e

h

a

h

e

e

e

e

e

e

h

+

+

+

=

-

=

-

=

=

=

L

2

2

1

1

1

1

1

1

1

)

(

1

1

)

1

(

，


[image: image319.wmf]n

n

n

n

k

k

k

A

k

A

k

A

k

A

e

e

h

e

e

h

a

+

+

+

-

=

+

+

+

=

L

L

2

2

1

2

2

1

，


[image: image320.wmf]1

2

2

1

)

,

(

)

,

(

k

k

k

k

n

n

=

+

+

+

=

h

e

e

h

h

a

L

，

所以  
[image: image321.wmf]n

n

k

k

k

e

e

h

h

a

h

a

+

+

+

-

=

-

L

2

2

1

)

,

(

2

，即证。

16.证明：反对称实数矩阵的特征值是零或纯虚数。
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再单位化，有:
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相应的特征向量为
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将其正交单位化，可得标准正交基为
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故所求正交矩阵为
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相应的特征向量为
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故所求正交矩阵为
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5）由
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可得
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相应的特征向量为
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将其正交化，可得
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再单位化后，有
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故所求正交矩阵为
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18用正交线性替换化下列二次型为标准形：

1）
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解 1)设原二次型对应的矩阵为A，则
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且A的特征多项式为
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单位化后，有

        
[image: image397.wmf](

)

(

)

(

)

2

,

2

,

1

3

1

,

1

,

2

,

2

3

1

,

2

,

1

,

2

3

1

3

2

1

-

=

=

-

-

=

h

h

h

，

令X=TY，其中

        
[image: image398.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

2

1

2

2

2

1

1

2

2

3

1

T

，

则


[image: image399.wmf]2

3

2

2

2

1

5

2

'

y

y

y

AX

X

+

-

=

。

2)原二次型对应的矩阵为
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且A的特征多项式为
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 EMBED Equation.3  [image: image402.wmf]2
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相应的特征向量为
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正交化,可得
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再单位化,有
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令X=TY，其中
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3)原二次型对应的矩阵为
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且A的特征多项式为
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相应的特征向量为
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标准正交基为
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令X=TY，其中
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4)原二次型对应的矩阵为
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且A的特征多项式为
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相应的特征向量为
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标准正交基为
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令X=XY，其中
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19.设A是n级实对称矩阵，证明：A正定的充分必要条件是A的特征多项式的根全大于零。

   证明  二次型
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其中
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20.设A是n级实矩阵，证明：存在正交矩阵T使
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为三角矩阵的充分必要条件是A的特征多项式的根是实的。

证明  为确定起见，这里三角矩阵不妨设为上三角矩阵。

   先证必要性，设
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   其中T，A均为实矩阵，从而
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   再证充分性，设
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由于
[image: image442.wmf]i
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都是实数,所以J为上三角实矩阵。

另一方面，矩阵
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21.设A，B都是上三角实对称矩阵，证明；存在正交矩阵T使
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 证明  必要性是显然的，因为相似矩阵有相同的特征值。

 现证充分性，设
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YX
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令T=XY
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26设
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27.求下列方程的最小二乘解
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  证 存在正交矩阵Q，使
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  8．设二次型
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证 设
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即证。

  9．1）设
[image: image927.wmf]b
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10.设
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11.证明：酉空间中两组标准正交基的过渡矩阵是酉矩阵。

证:设
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即
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是酉矩阵。

  12．酉矩阵的特征值根的模为1。

  证 因为酉矩阵A对应的变换是酉变换
[image: image1018.wmf]A

，设
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  13．设A是一个n级可逆复矩阵，证明
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  证 设A=（
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其中T为上三角矩阵，且
[image: image1047.wmf])

,

,

2

,

1

(

0

n

i

t

i

ii

L

=

>

=

b

为正实数。

再证分解的唯一性，设还有酉矩阵
[image: image1048.wmf]1
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第十章 双线性函数与辛空间

1、 设V是数域P上的一个三维线性空间，
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